Solutiile problemelor propuse la REUM 11

Centrul Olimpicilor

Mai 2025

1 Categoria JUNIORI (Clasele 7-8)

1.1 Problema 1

Aflati toate numerele abcdef care satisfac

abedef + af + be + cd = 314254

* Tyz reprezintd scrierea in baza 10. De exemplu, Tz = 100z + 10y + .
Stoicescu Alex

Solutie

3<af +be+cd <297 = ab=31.

=0<af+be+cd=3f+1e+cd <157= abc = 314

=80 <af +be+cd=3f+1e+4d < 107= 314147 < abcdef < 314174= abcd = 3141

=8l <af+be+cd=3f+Te+41 < 99= 314155 < abcdef < 314173=>e=5saue=06saue ="T.

Se verifici e = 6 si e = 7, de unde obtinem f ¢ N.

e =5 implica f =9, deci abedef = 314159.

Barem de notare:

ab=31 ..ccooonnnnnn 1p

abc =314 ..cccccc.. 2p

abed = 3141 ............... 1p
abedef = 314159 ... 3p



1.2 Problema 2

Fie o tabla de sah nxn, n € N*. Pe tabla se scriu numerele de la 1 la n? in ordine crescitoare, de sus
in jos, incepand cu liniile, de la stanga la dreapta. Vom spune cad un cal este caracatitd daca toate cele
8 campuri pe care le atacd sunt pe tabla. Mai mult, o caracatitd este interesantd daca cel mai mare
divizor comun al celor 8 cAmpuri pe care le ataca este diferit de 1. Determinati numerele n pentru care
exista o caracatitd interesanta.

Dragomir Eduard

Solutie

Fie n un numar cu proprietatea din enunt. Pentru inceput, vom demonstra ca n este impar. Fie k
numaérul scris pe cel mai de sus cAmp atacat de cal, dar si cel mai din stAnga de pe acea linie. Atunci,
celelalte campuri vor avea urmatoarele numere : k+2, n+k—1,n+k+3,3n+k—1,3n+k+3,4n+k, dn+
k+2. Cel mai mare divizor comun al acestor numere trebuie si fie diferit de 1, dar (k,k+2) < 2, deci :
(k,k+2,n+k—1,n+k+3,3n+k—1,3n+k+3,4n+k,4n+k+2) = 2. De aici, obtinem ci n este impar.
Pentru existenta unei caracatite, este necesar ca tabla sa aibd minim 5 coloane, deci n > 5. Pentrun > 5,
n impar, putem alege si pozitionam calul in centrul tablei. In concluzie, n > 5,n = 1(mod 2).

Barem de notare:

Determinarea coordonatelor campurilor atacate ............... 2p
Demonstrare n-impar ............... 2p

Justificare n > 5 ............... 1p

Exemplu ............... 2p



1.3 Problema 3

Fie n > 2 un numir natural. Considerdm M multimea punctelor de coordonate intregi (x,y)
cul<z,y<n.

Pentru un numér natural k fixat, 2 < k < n?, considerim k puncte distincte din M, notate
Ay, Ag, ..., Ag.
Determinati cea mai micé valoare pe care o poate lua suma Ay As + AsAs+... +Ap_1Ax + ApA;.

*Am notat cu A;A; lungimea segmentului determinat de punctele A; si A;.

Toader David Stefan

Solutie
Spunem ci minimul sumei A1 As + AsAsz+. .. +Ar_1Ar + A A; este scorul lui k.
Vom demonstra ci scorul lui k este k, pentru k par, si k — 1 + /2, pentru k impar.

Pentru k par, demonstram ci scorul lui k pentru jocul n? este cel putin k. Acest lucru se intampli
deoarece A;A;11 (indici modulo n) este cel putin 1.

Pentru k impar, este suficient si demonstram c& scorul lui k pentru jocul n? nu poate fi k, deoarece
k — 1+ /2 este al doilea cel mai mic scor posibil. Presupunem ci exista un k impar, astfel incat scorul
lui k£ in jocul n? este k. Asta inseamni ca A;A;,; = 1, oricare ar fi i = 1,n. Daca 2 puncte din M,
A si B sunt la distanta 1, atunci, pentru a parcurge [AB], trebuie si efectuez o singurd mutare (de o
patraticd), fie la dreapta, stanga, sus sau jos. Fie z numérul mutarilor la dreapta din desen. Atunci,
pentru ca la finalul tuturor parcurgerilor s ajungem din nou in A;, numéarul mutéarilor la stanga este
tot . Analog, daca numarul mutarilor in sus este y, numéarul mutarilor in jos este tot y. Numarul total
al mutdrilor este 2z 4+ 2y (par), care este totodata si k(impar), contradictie, deci presupunerea a fost
falsd , asadar scorul lui k& (impar) pentru jocul n? este cel putin k — 1 + /2.

Urmeaza si aratdm cd in ambele cazuri, minimul precizat se poate atinge. Pentru fiecare dintre cazuri,
este atasata cite o poza pentru modul de constructie al exemplelor. Exemplele date sunt doar pentru
k (par), deoarece pentru exemplele cu k (impar), k# n?, putem considera cazul k + 1 si configuratiile
aferente, care vor avea Ay_; la distanti /2 de Ay, deci putem considera in acest caz, configuratia pentru
k formata din toate aceste puncte, fara Ag. Cazul k (impar)=n? va fi tratat separat.

(Punctele albastre sunt cele alese in configuratie, si traseul este cel negru.)
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Caz 1, Subcaz 2: n impar, k par, 2n +2 <k <n? —n+2. Vaexista2 <r<n-—1,r parsi 2 <t <n,
r,t € N, astfel incat k=2n+ (n—2) - (n—r—1) + 2t — 4.

Modelul
se contin
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Caz 1, Subcaz 3: n impar, k par, n? —1 <k <n? —n+3. Vaexista t <n — 3, t par,
astfel incat k =n? —n+2+1t,t € N.
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Caz 2, Subcaz 2: n par, k par, 2n <k <n? —2n+2. Vaexista4d <r <n,rparsi2<t<n,rteN,
astfel incat k =2(n— 1)+ (n—r)(n —2) +2(t — 2).



1 2

Caz 2, Subcaz 3: n par, k par, n2 —2n+4 < k <n?. Va exista t > 2
astfel incat k = n? — 2(n —t), t € N.

Barem de notare:

Precizarea minimului pentru fiecare dintre cazurile de paritate ale lui k ............... 1p
Demonstrarea faptului c& minimul scorului pentru k& (par) este > cu k ......coc...... 1p
Demonstrarea faptului ci minimul scorului pentru & (impar) este > cu k — 14+ /2 oo, 2p
Exemple ............... 3p



1.4 Problema 4

Fie ABC D un patrulater inscriptibil, iar Iy, respectiv Io, centrele cercurilor inscrise triunghiurilor AD B,
respectiv BCD. DIy, DIy, Bls, respectiv Bl intersecteaza cercul circumscris patrulaterului ABCD
in punctele M, N, P, respectiv (). Daca diagonalele patrulaterelor ABC'D si M N P() se intersecteaza
in acelasi punct, iar AC, respectiv BD intersecteazd (M @), respectiv (M N) in mijloacele acestora,
demonstrati cd ABCD este patrat.

Stoicescu Alex

Solutie
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Fie intersectia diagonalelor celor doud patrulatere in O. Consideraim ACNMQ@Q = {R}, ACNNP =
={S},BDNMN ={T},BDNPQ={V}

Avem KPON — PC+CN<|2>AQ+AM — AB+BC~£CD+DA — 9(°.

Deci, M N PQ este ortodiagonal.

Cum punctul R este mijlocul segmentului (MQ), din Teorema Medianei rezultda OR = QR = RM,
deci LOQR = LQOR.

M N PQ este inscriptibil, deci K MQN = L M PN.

Cum R, O, S sunt coliniare, iar £ POQ = 90°, avem £ POS = 90° — LQOA.
Din LOPS = LAQO = £QOA, rezulta £LPSO = 90°, adica ACLNP.



In mod analog, obtinem BD L PQ.

DP+AQ+ AM + MB
2

90° = LDVP =

AM + MB+ BN + PC_ AM + MB + BN + DP
2 B 2

Scazand cele doua relatii, avem ;1?2 = BN < AD = BC.

90° = LASN =

CN+AQ+ QD+ DP

90° = LOSN = :
QW:&PwV:PC+CN;AQ+MW:DP+CN;AQ+MB

Scazand cele doua relatii, avem @‘l\) = MB < AD = AB

= :4?2 =AM = AQ = AM, deci triunghiul AQM este isoscel cu baza (QM). Cum R este mijlocul
segmentului (QM), avem AR1MQ, deci LARM = 90°.

AM + DQ + DP + PC
2

90° = LARM =

AM +AQ+CN+CP _ AM +DQ+ BN + DP
2 B 2

Scazand cele doua relatii, avem PC =BN « CD = BC.

90° = LAMOQ =

Deci, AB=DBC=CD=DA= % = 90°, asadar ABCD este patrat.

Barem de notare:

Demonstrarea faptului ca M N PQ este ortodiagonal ............... 1p
Demonstrare AC1LPN si BD1PQ ............... 2p
Demonstrare AD = AB = BC' .ooevven..... 2p

Demonstrare CD = BC si concluzionarea ............... 2p



2 Categoria SENIORI (Clasele 9-12)
2.1 Problema 1

Fie triunghiul ABC. Fie D pe latura AB si E pe latura AC astfel incat g—g =z g—g = y. Consideram
P intersectia dreptelor C'D si BE. Aritati ca :

BP _y+1
PE
Toader David Stefan
Solutie
Fie F intersectia dreptelor AP si BC
Din teorema lui Ceva in triunghiul ABC' :
AD BF CE _
DB FC EA
Deci :
BE 1
FC y v
BF Y
FC =

Totodata , din teorema lui Van Aubel :

BP _BF  BD

PE  FC ' DA

BP 1 +1
vy L_y

PE 1 =z x
O finalizare alternativa consta in demonstratia efectivd a teoremei lui Van Aubel.

Aplicdm teorema lui Menelaos in triunghiul BAFE pentru transversala D — P — C:

BD AC EP
DA EC PB
Deci :
BD BP CFE
DA~ pE Ac
Analog , din teorema lui Menelaos in triunghiul BEC cu transversala A — P — F":

BP EA CF
PE CA FB



Deci :
BF BP AFE

7~ pE Ac 2

Insuméand (1) si (2) obtinem teorema lui Van Aubel, si efectuand calculele din finalizarea anterioara
obtinem rezulatul cerut.

Barem de notare:

Considerarea intersectiei dintre AP si BC ............... 3p
. BF
Aflarea raportului Zz ..o 2p
Concluzionarea prin Teorema lui Van Aubel ............... 2p
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2.2 Problema 2

Fie p un numar prim. Demonstrati ca ecuatia :

2

y* =p+a’
Nu are solutii in Z2.

Dragomir Eduard

Solutie

Folosind mica teorema a lui Fermat, obtinem :

y* =y(mod p) = (y*)F =
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In acelasi timp, avem :
P = x(mod p)
Considerand ecuatia mod p, avem :

2

y" = aP(mod p) = y¥ = x(mod p) = p|(y’ — )

Rescriind, obtinem :

2 — 11—
Y’ —aP =p = (PP —aP =p — (ypix)(Z(yp)p 1 lxl):p
1=0

De aici, avem cd : y? —x = +p, deci : y? = x £ p. Ecuatia se rescrie :

(xxp) =p+2P = prl(ll)>(:|:p)l =p+af <= S= Z (?)xpl(:l:p)l =p

=0 =1

Pentru [ > 2, avem c4 : pQ\(plxpfl(Zl’)). Cénfl I =1, demonstram ca : p2|(71))pxp71 — p?|p?aP~,
clar adevarat. Deci, p?|S =p = % € Z, fals. In concluzie, nu exista solutii in Z.

Barem de notare:

Demonstrarea p|(y? — &) .ccceveeneene 3p
Justificarea y? —x = 4+p .oooevnnn 1p
Concluzionarea si finalizare ............... 3p
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2.3 Problema 3
Fie a, b, c > 0 astfel incat a? + b + ¢2 + ab + be + ca = 6. Demonstrati ci au loc inegalitatile:

a)a? +b*>+c2>3>ab+bc+ca

b)
a? b2 2
3 T 3+ 3
(b+c¢) (c+a) (a+b)
1 1 1
> + +
a?4+b024+2(a+b+c) VP+c2+2(a+b+c) E+a?+2(a+b+c)
Stoicescu Alex

Solutie

a) Folosind cunoscuta inegalitate a? + b + ¢ > ab + be + ca, obtinem rezultatul cerut.
b) Inegalitatea fiind simetrica, putem considera a > b > c.
a? b2 c?
= > >
b+c a+c a-+bd
1 1 1

= 5 2 5 2 2
(b+c) (a+c) (a+b)

Din inegalitatea lui Cebéasev,

P

2

K () (S )
btec

g (b +¢)? b+ c) B 3
Avem a2 > b2 > 2 si % < aic < b+c Din nou, din inegalitatea lui Cebéasev,
2 1
a’ _ Za2 ] 1 > (chca ) (chc m)
b+c b+c¢ — 3
cyc cyc

Avem 6 =3, a®+> ., . ab<23  a* &Y. a* >3

6= 00>+ eabs 12=(a+b+0)’+Y,.a>> (at+bte) + S o qypre<s,
Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica, chc s 2 m > g

Deci,

>

| W

b+c

cyc

Asadar, avem

12



a? 1 1
< (b+¢)° = (Z (b+c)2>

Din cunoscuta inegalitate > 22 >3

cyc

cy

11 1
cyeTY  pentru (z,y,2) — (aT—b’ Tres c-Ta)? avem

1 1
Yeye @in? 2 Licye @Dt

Din nou, aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica,

1 1 1 1 1
chc (a+b)(atc) — 2 chc (a2+zcyc ab + bQ-l-Z:Cyc ab) > 2chc a2+52+2(zcyc ab)

Cum
6=Za2+2ab222ab®2ab§3
cyc cyc cyc cyc
2
= (a+b+c)2 = Za2 +22ab2 3Zab > (Zab) @Za > Zab
cyc cyc cyc cyc cyc cyc
Deci,
a? 1 1
= _— > >
; (b+c)® ~ §a2+b2+2(ab+bc+ca) - ;aQ—I—bz—l—Z(a—i—b—i—C)

Barem de notare:
a) Utilizarea inegalititii a® + 0% + ¢ > ab+bc+ €@ wovvevenee.. 1p
b) Considerarea unei ordini si aplicarea Inegalitatii lui Cebasev intr-un mod conducator
la rezultatul dorit ............... 2p
Aplicarea inegalitatii lui Cebéasev, si demonstrarea unei inegalitati auxiliare conducatoare
la rezultatul dorit ............... 2p
Demonstrarea inegalitatii a + b+ ¢ > ab+ bc + ca ............... 2p

*Considerarea unei ordini si aplicarea unei inegalititi neconducitoare la un rezultat se va puncta cu 0 puncte.

*Nu se puncteazi mentionarea cazului de egalitate.
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2.4 Problema 4

Determinati toate functiile f : (0, 00) — (0, 00) care satisfac :

FF @) +y)) = f(@) + flzy), Va,y>0
Dragomir Eduard

Solutie

Fie x1,z2 > 0 astfel incat f(x1) = f(x2). Presupunem prin absurd ci z; # 9, atunci, fira a
restringe generalitatea, putem considera 1 > xs.

Ff)A+y) = f(f(22) A +y)) = f(z1) + f(z1y) = f22) + f22y), Yy >0
De unde obtinem :
f(z1y) = f(z2y),Vy >0

Se demonstreza inductiv ca : f(y) = f((%)"y),v y >0, n € N*. Cum x; > x2, pot alege N € N astfel
incat :

(%)N 1 ( Se al N
Fioy > 1 (S alege N> llogay f(1)])
Acum, alegand y = (%71);, —1>0sixz=1, obtinem :
f((%)N) = f() + fly) = f((%)N )= f(1)=fly)=0>0

Clar o contradictie, deci 1 = x5. TrecAnd z in 1, avem c4 :

FUOA+y) =)+ f(y), Yy>0
Acum, alegand y = %, obtinem :
S )1+ %)) = f@)+f(1) dar fF()A+2))=f(1)+ f(z), V2 >0
Folosind ce am demonstrat anterior, avem :
fx)(1+ %) =f(H)Q+=x), Vx>0

In relatia initiala, trecand 2 = y = 1, obtinem : f(2£(1)) = 2f(1). Inlocuind z cu 2f(1) in relatia de mai
sus, avem :

fRr))a+ )= f)(1+2f(1) <= 2f()+1=f1)+2(f(1))* <= fO)+D(f(1)-1) =

1
2f(1)
Cum f(1) > 0, este evident ca : f(1) = 1. Rescriind, obtinem :

F@)(1+ )= (1 +2) = af(@)+ f0) =z +2° <= @+ f@) =0, Va>0

14



Deci, singura solutie este identitatea : f = 1(g,o0)-

Barem de notare:

Demonstrarea afirmatiei : "f(x1) = f(x2) <= 21 =x2" oo 3p
Obtinerea relatiei : f(z)(1+ 1) = f(1)(1+2), V& >0 cccevnnne 2p
Calcularea lui f(1) .ccccoeeeenee. 1p

Concluzionarea si verificarea solutiei ............... 1p

15



